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Kapitola 1

Uvod

1.1 Cile

(Cile jednotlivych odstavcii tohoto modulu jsou nasledujici:

2.1 Derivace funkce patii k nejzakladnéjsim pojmim matematické analyzy.
Je zapotiebi dobfe zvladnout definici derivace a na zakladé jejtho geometrického
vyznamu umét urcit rovnici tecny a normaly ke grafu funkce v zadaném bodé.
Urcité si spocitejte alespon jeden priklad na vypocet derivace funkce z definice.
Seznamite se také se vztahem mezi derivaci a spojitosti funkce v bodé. Dobie
si zapamatujte pravidla pro derivovani funkci a tabulku derivaci elementarnich
funkci. Oboji budete potiebovat pii feseni konkrétnich pfiklad a tloh. Pro dobré
zvladnuti derivovani je zapotiebi si vyfesit dostatecné mnozstvi prikladi. Bez
potfebné znalosti derivovani neni mozné tispésné studovat dalsi ¢asti matematické
analyzy.

2.2 Umét znazornit geometricky vyznam diferencidlu funkce v bodé. Znat
definici diferencialu a pouziti diferencialu v odhadu chyb pii mérenich zatizenych
chybou.

2.3 Seznamite se s vlastnostmi funkci spojitych na intervalu. Méli byste umét
formulovat vybrané zakladni vlastnosti funkei spojitych na intervalu a znat jejich
geometrickou interpretaci.

2.4 Umét zapsat definici derivace n—tého fadu a znat pocitani derivaci vyssich
rada.

2.5 Znat vztahy pro vypocet diferencialtt vyssich fadi a podminky jejich
existence.

2.6 Jde o dilezitou problematiku, ktera mé znacné vyuziti v rtznych apli-
kacich (napiiklad v numerické matematice). Cilem je umét definovat Taylortv
a Maclauriniv polynom stupné n, znat Lagrangetv tvar zbytku a zapis Taylo-
rova polynomu uzitim diferenciala.
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2.7 L’Hospitalovo (¢ti: lopitalovo) pravidlo vAm umozni urcéovat limity nékte-

vvvvvv

mulovat. K pochopeni jeho pfesné formulace vam pomohou komentare uvedené
v tomto odstavci.

2.8 Umét charakterizovat svislé, vodorovné a sikmé asymptoty grafu funkce.
Znat vztahy pottebné pro jejich vypocet.

2.9 Znat definici lokalnich extrémt, nutné a postacujici podminky pro jejich
existenci s vyuzitim derivaci.

2.10 Meéli byste mit geometrickou predstavu o konvexnosti a konkavnosti

funkce, znat popis téchto vlastnosti uzitim derivace druhého rfadu, umét popsat
inflexni body.

2.11 Jde o vyuziti poznatkt diferencialniho poc¢tu pro hledani pribéhi funkei.
Pouze vyfesenim dostatecného poctu prikladi miizete ziskat potiebné pocetni
zkusenosti.

1.2 PozZadované znalosti

Pro potteby zvladnuti tohoto modulu predpokladédme znalosti studentii v rozsahu
modulu Matematika I, Moduly BA01_MO04, BA0O1_MO5.

1.3 Doba potrebna ke studiu

Cas potiebny ke zvladnuti tohoto modulu je odhadnut pro primérného studenta
jako hodnota nejméné 18 hodin.

1.4 Klicova slova

Derivace funkce, diferencial funkce, Tayloruv polynom, I’Hospitalovo
pravidlo, asymptoty grafu funkce, extrémy funkce, prabéh funkce.

Na konci modulu zatazen Rejstrik, ve kterém jsou dalsi klicova slova prehledné
uspofadana i s odkazy na odpovidajici stranky.

1.5 Metodicky navod k praci s textem

Text je usporadan podle stejnych zasad, jako ostatni diive studované moduly
predmétu Matematika.




Kapitola 2

Derivace funkce

2.1 Derivace funkce

2.1.1 Pojem derivace, zakladni vlastnosti

Mé&jme funkci f : y = 2% a hledejme rovnici tec¢ny k jejimu grafu v bodé Py = [3, 9].
Uvazujme posloupnost bodi P, = [3+ %, (3 4 1)?] grafu funkce f, ktera zfejmé
konverguje k bodu Py (nebot 3+ 1 — 3,(3+ 1)2 — 9 pro n — 00). Vedeme-
li postupné dvojicemi bodt Fy a P, pfimky (tzv. sefny), dostaneme nasledujici
posloupnost (tg «,) smérnic sefen:

n

3++—3 1

fB+1)—fB) B+:)P-3 2+ 1
1

Odpovidajici posloupnost se¢en ma n—ty clen s, : y—9 = (6+ %)(x —3). Je vidét,
ze posloupnost secen konverguje k te¢né ke grafu funkce v bodé F, a posloupnost
smeérnic se¢en konverguje k ¢islu 6, které nazveme smérnici tecny ke grafu funkce
f v bodé Py. Tetna ma proto rovnici t : y —9 = 6(x — 3). Zobecnime nase
tvahy a budeme uvaZovat obecné posloupnost bodt P, = [3+ h,,, (3 + h,,)?,] kde
(hn) —n—oo 0, hyy # 0, dostaneme obdobné, ze (tg «,,) — 6, nebot

f(3+ha) = f(3)  6h,+ 13

= =6+ hy,.
3+h, -3 I, *

tg o =
Tyto tvahy néas vedou k nasledujici definici.

Definice 2.1.1:  Je-li funkce f definovdna v néjakém okoli U(xy) bodu xo € R
a existuje-li limita
f(@) — f(zo)

lim ,

T—T0 T — xo

nazyvame ji derivact funkce f v bodé€ xy a znacime ji f'(xo).
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Pokud f'(x¢) € R, Fikdme, Ze fukce f md v bodé zy vlastni derivaci. Je-li
f'(xg) = oo, Tikdme, Ze fukce f md v bodé xo nevlastni derivaci. Pokud
limita neexistuje, Tekneme, Ze fukce f nemd v bodé xqy derivaci, nebo Ze derivace
v bodé xy neexistuje.

Existuje-li lim%w0+ %ﬁ;éxo)
[ v bodé xy a znacime ji [’ (xo). Analogicky definujeme derivaci zleva a zna-
cime ji ' (xo).

Je-li f funkce a M = {x € R; existuje vlastni f'(x¢)}, pak funkci
f'rax— f'(x) s definicnim oborem M nazveme derivact funkce f ma mno-
ziné M.

Poznamka: Pfi oznaceni x = z¢ + h pouZivame také zapis

o) — i L0 ) = (o)

h—0 h

, nazyvame tuto limitu derivact zprava funkce

A

’ o \ Slovem ,derivace” budeme v dalsim textu rozumét vlastni derivaci. ‘

Geometricky vyznam derivace

Y /
i C A secna
P y
%
f(x) = f(xo)
|_—tecna
A Y
— g Oy T — Xg B
. X
) — x

Plati f'(z) = tg oy = lim tg oy = lim M.

T—X( T—T0 T — xO

Rovnice tecny a normély ke grafu funkce f v bodé A = [xg, f(z0)] maji tvar

t:y— f(zo) = f'(20) - (x — w0),

ney = Jm) =~ (o =), pokad f(r0) £0
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(Promyslete si tvar rovnic teény a normély ke grafu funkce f v p¥ipadé, kdy

je ['(z0) = 0.)
Nyni si uvedeme ukéazky vypocti derivaci funkci z definice.
Priklad 2.1.1: Odvodte z definice derivaci f’(zg) funkce .t
0) f(@) = V&, 30 € (0,00), b) f(z) = sinz, 39 € R.

Resent: [Z

F) = fwo) V-V VE — VA,

= lim =

T—x0 T — X T—x0 T — X T—xo (\/_ — \/EO)(\/E + \/50)

1
= lim

1
w0 T+ Ty 23/,

, . f(x) = f(xo) . sinz — sinx . 2sin ¥5M cos TER
b) f'(z9) = lim = lim ——— = lim =
T—T0 T — Zo T—T0 T — X T—T0 Tr — 2o
. osin®=gR T+ T
= lim ——— - lim cos = COS Tg.
T—T0 3 0 T—x0
Cviceni 2.1.1: Odvodte z definice derivaci f’(z¢) funkce %

a) f(x) =2 b) f(x) =z, 20 € R.

Z definice derivace vyplyvaji tyto vlastnosti:

i

1. Funkce f ma v bodé z, derivaci pravé tehdy, kdyz ma v tomto bodé
derivaci zprava i zleva a plati f’ (zo) = f" (o).

2. Ma-li funkce f v bodé x( vlastni derivaci, je v tomto bodé spojita.

Prvni vlastnost vyplyva z analogické vlastnosti limit. Druha vlastnost se
casto vyuziva a proto si ukdzeme, jak se da odvodit. Z existence vlastni derivace
plyne, Ze lim,_,, 190 — /(70) € R. Odtud

lim f(z) — lim (M(:@_%) —|—f(x0)> _

T—T0 T—T0 T — X
- :Elggtlo %ﬁéﬂfo) 'mhf?o(‘” — xo) + xlina}o f(@o) = f'(wo) - 0+ f(wo) = f(x0),

a tedy funkce f je spojita v bodé x,.
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Poznamka. Tvrzeni 2. nelze obratit. Funkce spojita v bodé zy € R
nemusi mit derivaci, jak ukazuje nasledujici priklad:

Funkce f : y = |z| je spojitd v bodé xy = 0, ale derivaci v tomto
bodé nema, nebot f1(0) = lim, .o, |z—| = lim, 0, 1 =1, f(0) =
lim, .o % = lim,.o_(—1) = —1 # f1.(0), takze f’(0) neexistuje (viz

vlastnost 1.).

2.1.2 Pravidla pro derivovani

A) Maji-li funkce f, g derivaci v bodé xy € R a jestlize ¢ € R, pak plati:
- (cf) (o) = cf'(x0)-

- (f £9) (w0) = ['(wo) £ ¢ (20)-

- (- 9)(w0) = ['(20) - g(w0) + f(w0) - g' (o).

. Je-li g(x) # 0, pak

(i)/ () = f'(z0) - 9(0) — (o) - g'(20)

9 (9(0))?

=~ W NN =

B) Ma-li funkce g derivaci v bodé z a funkce f ma derivaci v bodé yo = g(zo),
pak plati

(fog) (zo) = (f(9)) (x0) = ['(w0) - ¢'(x0) = f'(g(x0)) - ¢’ (o).

C) Je-li funkce f spojita a ryze monoténni na otevieném intervalu J a ma-li v
bodé yo € J derivaci f'(yo) # 0, pak funkce f~! ma derivaci v bodé o = f(yo)
a plati

1
(17) (o) = J(wo)

Pravidla A1— A4, B (o derivaci sloZené funkce) se musite dobfe nauéit,
protoze je budete neustale pouzivat pii feSeni prikladd. Pravidlo C'
(o derivaci inverzni funkce) slouzi pfedevsim k odvozeni vzorci pro
derivaci inverznich funkci, napf. cyklometrickych.

Ukéazeme si, jak je mozno odvodit platnost naptiklad pravidla A3.

T—T0 T — Xy

_ i T ®)9() = f(xo)g(2) + f(20)9(2) — f(20)g(w0) _
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— lim (MQ(I) +f<xo)w> — F'(20)g(z0) + f(x0)d (x0).

T—0 T — Xo T — T
Cviceni 2.1.2: Odvodte si pravidla Al a A2. %’
Vyuzijeme jesté pravidla C k odvozeni derivace funkce arkussinus.
(arcsin z) 1 1 1
arcsinz)’ = — = - —
(siny)’  cosy /1 —sin’y
1 1
= z e (—1,1).

B /1 — sin? (arcsin z) CVI-a?

Provérte si, ze jsou splnény vSechny predpoklady pravidla C.

Poznamka: Uvedena pravidla pro derivovéani se daji zobecnit. Maji-li funkce
f1, fay ..., fn derivaci v bodé z¢ € R a jsou-li ¢y, co, ..., c, € R, pak plati

A2 (erfi + - enfa) (o) = e fi(wo) + -+ - e fr(T0),

A3 (fi-far oo o) (wo) = fi(wo) - folwo) - .. - fulzo)+
+f1(wo) - fo(xo) - -+ fulwo) + -+ + fi(zo) - falwo) .- £, (20).

B’ (fso fao f1)(wo) = f3(vo) - f3(uo) - fi(x0), kde ug = fi(z0), vo = fa(uo).
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2.1.3 Tabulka derivaci elementarnich funkci

’ f(x) \ f(x) \podminky platnosti ‘
c 0 re€R, ceR

" n-a"! r€R, neN

" —n -z "z € (—00,0)U(0,00), n €N
a® k- akt r € (0,00), keR

e’ e’ relR

a” a®-Ilna reR, a>0

Inz 1/x x € (0,00)

log,x e z € (0,00), a>0, a#1
sinx cos T reR

cos T —sinz reR

tg x - reR—-{(2k+1)5; k€ Z}
cotg x — = re€R—{km kelZ}

arcsin x ey re(-1,1)

arccosr | — 11_352 r e (—1,1)

arctg x ﬁ relR

arccotg x T +1x2 relR

sinh x cosh x relR

cosh x sinh x reR

tgh X COS%IQCL’ Z E R

cotgh x| — x € (—00,0) U (0, 00)
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Pro ilustraci derivovani uvedeme nékolik fesenych piikladi. Pti feseni budeme
pouzivat oznaceni y' = f'(x).

/.
Cviceni 2.1.3: Zadané funkce derivujte a vysledek upravte: %

1.
1
y=3\/3x2—5—x+\/%, z € R —{0}.

Vyuzitim vlastnosti A2, A1 a prvnich vzorci z tabulky derivaci dostavame
pro x # 0
2 1 2 1 2 1
I:3§__71 I:3‘_. §71____1. —2 0= - =

Pti derivovéani sou¢inu ¢ - f(x) konstanty s funkci pouzivejte pravidlo Al a
konstantu vytknéte. Nederivujte ¢ - f(z) jako soucin funkei.

3x + 2
= — R.
Y 21 T c
Na zékladé vzorce A4 plati
, Br+2)-(2®+1)—(Bx+2) (2?2 +1)
B (24 1)2 B
3-(a*+1)—(Bx+2)-2z —32°—4r+3
B (22 +1)2 (a2 +1)?
3.
y=+vV32+4, zeR.
Zadanou funkci si vyjadiime jako slozenou funkci, pficemz vnéjsi slozka je
funkce f(u) = /u, vnitini slozka u = g(x) = 322 + 4. Pak obdrzime
1 1 1 1 3x
"= flu)-dx)=zu"? br== —— b1 = ———.
(f709)(x)-g' (z)
4.

y=sin’(3z - 1), v €R.

Abychom mohli pouzit vzorce z tabulky derivovani elementarnich funkci,
vyjadiime si funkei jako ,trojnésobné slozenou funkci“, kde u = fi(x) =
3z — 1, v = fo(u) = sinu, f3(v) = v?. Pak dle B’ plati

v = fi(v) - fo(u) - fi(z) =2v-cosu-3 =2sin(3z—1)cos(3x —1)-3 =
= 3sin (6 — 2).

Nejprve jsme tedy derivovali druhou mocninu, pak funkci sinus a nakonec
funkci 3z — 1.




14 Derivace funkce

1 1
- eER-{—-).
Y arctg (2z + 1) v { 2}

Funkéni predpis pievedeme na tvar y = (arctg (2x + 1))~ a derivujeme

podle vzorce B’ (zde neni vhodné derivovat jako podil funkei). Pak

1

- 9=
1+ (2x + 1)2

y' = ((arctg (22 + 1)) = (~1) - (arctg (20 +1))72-

1
(222 + 22 + 1) - arctg 2(2z + 1)

%’ CviCeni 2.1.4: Zadané funkce derivujte a vysledek upravte. Uréete D(f)

a obor, na kterém existuje derivace.

—322 x3 T
1) 2= 2) 2= + 3%=
3) 15120351‘ + tg T 4) xll—_n:f

5) 2arcsin /% — 2z — 22 6) — V5 + 4w — 22 4 L arcsin 32
7) plo L 4P arctg 5 8) — R +In [

9) 1L

In?(x2+1)

2.2 Diferencial funkce

Predpokladejme, ze funkce f mé v bodé xy vlastni derivaci f'(xo). Pak plati
lim,_,, Z8=L@0) — (20} a tedy pro libovolné ¢ > 0 existuje okoli P(zq,d)

T—x0

takové, ze |LB=I@) _ p1(20)| < e tj. mizeme psat f/(x0) = %ﬁx‘)) v Pz, 0)

T—x0

a tedy
f(@) = flzo) + f'(wo)(z — o).

Vsimnéme si geometrického vyznamu této priblizné rovnosti. Vime, ze rovnice
tecny ke grafu funkce f v bodé Py = [xg, f(zo)] ma tvar

try— f(wo) = f'(wo)(x — 20).

Odtud vyplyva, ze jsme piirtistek funkénich hodnot f(z) — f(zo) nahradili
piiriastkem f'(zo)(x — o) na tecné t.
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v Y v Y

f(z) = f(xo) 7 ¢
n n =)

X i

f(z) = f(xo) f'(w0)(x — 20) = f'(wo)h
—— —_—

prirtistek funkénich hodnot  prirtistek funkénich hodnot na tecné

v~ a'g

rozdil f(P) — f(F) rozdil f(T) — f(Pp)

Tyto ttvahy nas vedou k definici

Definice 2.2.1: Ma-li funkce f v bodé xo derivaci, pak vyraz
df(zo,h) = f'(z0)h

nazyvame diferencialem funkce f v bodé x pro pririustek h nezdvisle pro-
menne x.

JAN
Poznamka: Lze ukézat, Ze pro diferencial funkce plati nasledujici vztahy
iy 1) S = dfan)
i £ ®) = f(@o) _

h—0 df(zg,h) ’
kde x = zg + h.

Priklad 2.2.1: Uzitim diferencidlu urcete absolutni a relativni chybu, ktera
vznikne vypoc¢tem objemu krychle z namétené délky hrany krychle ag = 2m,
jestlize méfeni je zatizeno chybou, nepfesahujici 0.2 mm.

Reseni: Absolutni chybu odhadneme absolutni hodnotou diferenciélu, t;.
| AV| = |dV(ag,h)|, kde ag = 2 m, |h| = 2-107* m. Vime, ze V = a® a odtud
|dV (ag, h)| = |V'(ap) - | = |3a3 - h| = 0.0024 m®. Relativni chybu odhadneme
takto:

NELD

‘AV‘ LAVl 00024 s

% % 8
tj. 0.3 /oo
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/.
% Cviceni 2.2.1: Vypocitejte:

1)
2)
3)

2.3

df(1;0,2) pro funkci f(x) = arctg (2z — 1).
df(zo; h) pro funkci f(z) = In(x + V1 + 22).
df(0; h) pro funkci f(z) = e* cos 3x.

Vlastnosti funkci spojitych na intervalu

Uvedeme si stru¢ny ptehled nékterych vlastnosti funkci spojitych v intervalu,
které maji znacnou vyuzitelnost zejména pti zdiivodnovani a odvozovani rtiznych
vztahu v diferencidlnim a integralnim poc¢tu, v numerické matematice a podobné.
Tvrzeni jsou geometricky velmi nazorna.

V dalsim budeme predpokladat, ze a,b € R, a < b.

1. Cauchyova véta o nulove hodnote:

Je-li funkce f spojitd na intervalu < a,b > a plati-li f(a)- f(b) <0,
pak existuje ¢ € (a,b) takové, ze f(c) = 0.

2. Weierstrassova véta:

Je-1i funkce f spojitd na intervalu < a,b >, pak je f na intervalu
< a,b > ohranicend a nabyva na ném své nejvétsi a nejmensi hodnoty.

M M =max {f(z); x €< a,b>}

ﬁ\_/H m =min {f(z); z €< a,b >}

3. Rolleova véta:

Je-li funkce f spojita na intervalu < a,b > a ma-li derivaci v intervalu
(a,b), pficemz f(a) = f(b), pak existuje ¢ € (a,b) tak, ze f'(c) = 0.
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Y

Tecna grafu v bodé ¢ je rovnobézna s osou z.

4. Lagrangeova véta o prirustku funkce:

Je-li funkce f spojita na intervalu < a,b > a méa-li derivaci v intervalu
(a,b), pak existuje ¢ € (a,b) tak, ze f(b) — f(a) = f'(c) - (b—a).

Y

‘a 1 Co b T

Te¢na grafu v bodé ¢ € {c1,c} je rovnobézna se spojnici bodu

[a, f(a)], [b, f(D)].

Vv Komentar 2.3.1: Misto teoretického zdivodnovani platnosti jednotlivych
tvrzeni si pouze ukazeme jejich interpretaci na konkrétni funkci. Méjme funkci
flx) =42? —4x -3, v €< 0,2 > .

1. Protoze f je spojitd na intervalu < 0,2 > a pfitom f(0) = —3, f(2) = 5,
tj f(0) - f(2) < 0, existuje ¢islo ¢ € (0,2) takové, ze f(c) = 0. Je to kofen
¢ = 3/2 (viz Obr. 2.1 vlevo).

2. Funkce f nabyva v intervalu < 0,2 > své nejvétsi hodnoty M = f(2) =5
a nejmensi hodnoty m = f(1/2) = —4 (viz Obr. 2.1 vlevo).

3. Uvazujme nyni funkci f(x) = 42? — 4r — 3 v intervalu z €< —1,2 > .
Pak jsou splnény pfedpoklady Rolleovy véty véetné rovnosti f(—1) = f(2).
Existuje tedy alesponi jeden bod ¢ takovy, ze f'(c) = 0. Jde o bod ¢ = 1/2
(viz Obr. 2.1 vpravo).

4. Zvolime si opét interval < 0,2 >, pak pro funkci f(z) = 422 — 4z — 3
existuje f'(z) = 8x — 4 a dle Lagrangeovy véty existuje bod ¢ € (0, 2) tak,
VAS
£(2) = f(0) = f(c) - (2= 0), tj. f(c) = LB — 4 Odtud 8¢ — 4 = 4,
tedy ¢ = 1 (viz Obr. 2.1 vlevo).
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Obrazek 2.1:

2.4 Derivace vyssich radu

Ma-li funkce f s definiénim oborem D(f) kone¢nou derivaci f'(z) pro kazdé x
z mnoziny M C D(f), pak pro vnitini bod xg € M ma smysl se ptat, zda funkce
f" mé v bodé xq derivaci, tj. zda existuje
"(z) — f'(x

o @)~ )

T—T0 T — X
Pokud existuje, pak ji nazveme derivaci 2. fadu (druhou derivaci) funkce f
v bodé xy a oznacime ji f”(xg). Analogicky mizeme zavést f” jako derivaci z

funkce f”. Obecné pak pro n € N dostavame
A

f(")(xo) _ (f(nq))/ (20) = lim FOD () — f(n—l)(xo).

T—T0 T — Zo

A

Je jasné, Ze k existenci derivace n—tého Fadu je nutna existence neje-
nom (n — 1)-ni derivace funkce f, ale i vSech pfedchozich derivaci. Aby tato
definice byla smysluplnd i pro n = 1, budeme funkci f oznacovat za nultou
derivaci funkce f. Piseme f(© = f.

Priklad 2.4.1: Vypocitejte ¢tvrtou derivaci funkce f : y = sin 3.

Reseni: Funkce f(z) = sin3z m4 pfirozeny defini¢ni obor D(f) = R. Pro
kazdé = € D(f) existuje

f'(z) = (sin3z) = cos 3z - (3x) = 3cos3x, D(f')= D(f).
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Analogicky
f"(x) = (3cos3x) = =9sin3z, D(f")= D(f"),

f"(z) = (=9sin3z) = —27cos 3z, D(f") = D(f"),
fW(z) = (=27 cos3z) = 81sin3z, D(f@W)=D(f")=R.

/_’.
Cviceni 2.4.1: Vypocitejte druhou derivaci funkce f a vysledek upravte. Na-
jdéte obory D(f), D(f").

1) f(z) =1n H\/;Tl 2) f(z) = arctg (z — Va2 +1)

z-(—1+Inz) 4) f(x) =zv22+3

w
~
=
oy

I

2.5 Diferencialy vyssich rada
Ma-li funkce f v bodé xq (vlastni) derivaci f(™ (z), pak funkci g, pro kterou plati
g(h) = f™(x) - h™, h € R,

nazyvame diferencidlem n—tého vadu funkce f v bodé xy nebo strucnéji n—tym
diferencidlem funkce f v bodé z. Hodnotu g(h) znac¢ime d" f(z¢, h) a plati tedy

d" f(zo, h) = f™(z) - ™, h € R.

l‘
Definice 2.5.1: Existuje-li (vlastni) n—t4 derivace f™ na mnozin& M C D(f),
pak je na mnoziné M x R definovana funkce dvou proménnych z a h, kde z € M,
h € R, kterou nazyvame diferencidlem n—tého fadu funkce f (nebo téz n—tym
diferencidlem funkce f). Oznacujeme jej

d"f(z, h) = f™(z) - A", x € M, h eR.

Pii pevné zvoleném h pak piseme jen d" f(zg).

A

Poznamka: Pokud budeme pii vypoctech diferencialt vyssich fada (n > 2) uvazo-
vat tentyz konstantni prirtstek A nezavisle proménné x, pak muzeme diferencial n—tého
fadu (za predpokladu existence vlastnich derivaci funkce f v bodé z az do fadu n) vy-
jadrit rekurentné vztahem

d"f(z,h) =d (4" f(z,h)).
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Piiklad 2.5.1:  Vypoctéte d®f(2,0.3), jestlize f(z) = log (2x — 1).
Resend: Uréime derivace

2 —4 B 16

A

, B " . "
f@ =y "9 @y me W G mo
Pak
16 16
d3 2.0.3) = f”(2)-(0.3)° = 27103 = — —
f(2,0.3) = f"(2) - (0.3) 27 -1n 10 7-10 1000 - In 10

{g Cviceni 2.5.1: Pro danou funkci f vypocitejte predepsané diferencialy.
1)  d*f(zo, h) pro f(x) =In(1 + 2z)
2) d*f(2,h) pro f(z) = Va2 -1
3)  d*f(0,h) pro f(z) = 2

2.6 Tayloruv polynom

Pti vykladu diferenciélu jsme vyuzili existence vlastni derivace f'(xo) a aproxi-
movali jsme lokalné zadanou funkci f polynomem 1. stupné (pokud f'(xg) # 0).
Plati pfitom rovnice f(x) = f(zo) + f'(x0)(z — x9) + Ri(x), kde R;(z) je zby-
tek (chyba), kterd vznikne nahrazenim pfirtstku funkénich hodnot pfirtistkem na
tecné (diferencidlem df(xg, h) = f'(xo)h).

Y
P
R
T 1()
PO df($0, h)
-] T

Déle je splnéno
lim R;(z) = lim Rl—(x) = lim (M — f'(xo)) = f'(xo)— f'(x0) = 0,
T—T0 T—=r0 T — X T—T0 T — X

coz znamena, ze chyba jde k nule ,rychleji“ nez prirtistek nezavisle proménné x.
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Tento fakt potvrzuje rozumnost — smysluplnost nasi aproximace.
Vsimnéme si, Ze pii oznadeni Ti(z) = f(xg) + f'(x0)(x — x0) plati
Ti(xo) = f(wo), T{(z0) = f'(x0). Tyto rovnosti ndm zarucily, Ze zmi-
novana tecna se ,,primyka“ v dostate¢né malém okoli bodu F, ke grafu
funkce f ,lépe“, nez jakakoliv jind pfimka p # ¢ (jde o tzv. nejlepsi
lokalni linedrni aproximaci). D4 se o¢ekavat, ze pokud chceme dosah-
nout vyssi presnosti aproximace, mizeme pouzit polynomy vyssich
stupnil, pficemz budeme pozadovat, aby se rovnaly funkéni hodnoty
a hodnoty derivaci v bodé xy hledaného polynomu a zadané funkce.

Priklad 2.6.1: Jaké koeficienty musi mit polynom 7, nejvyse n—tého stupné, .Z
mé-li platit T, (zo) = f(z0), Th(z0) = f'(z0), ... T8" (z0) = f ) (w0)?

Resent: Uvazujme polynom T}, ve tvaru \/

T.(z) = ag + a1(x — xo) + az(z — x0)2 + az(x — xo)g + - F an(r — o))",

Pak
T () = ay + 2as(x — 0) + 3as(z — 20)* + -+ + na,(x — x9)" ",
TT/Z/(;E) = 2ay + 6@3(1} — :130) + .o+ n(n — 1)6Ln(l’ _ fEO)n_Q,
T (x) = 6as + 24as(x — xo) + -+ +n(n — 1)(n — 2)ay(x — 20)"">.
7 pozadovanych rovnosti pak dostavame

T(wo) = f(w0) = ao = f(20),

T, (w0) = f'(w0) = a1 = f'(x0),
f"(zo)  f"(20)

T,/ (xo) = f"(w0) = az =

2 20
n n
T;L/I(xo) _ f/”(ﬂjo) — g3 = f él’o) _ f ?E'xo)
Pomoci dalsich vyssich derivaci bychom ukézali, ze plati
I AUC
ak—T, k—O,l,...,n.
. ; g . %) (x0) \ »t/
Cviceni 2.6.1: Potvrdte spravnost vztahu a = ~—= pro k = 4, 5. —

Provedené tvahy nas opravnuji k nasledujici definici.
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Definice 2.6.1: Ma-li funkce f v bodé xg derivace aZ do 7ddu n, pak polynom

To(x) = f(wo) + f'(xo)(x — w0) + f”gw o f(n;(!%)

- Tn(f7 o, T — f]fo),
kde xo,x € R, se nazyvd Taylortv polynom stupné n funkce f v bodé xy. Funkci
R, definovanou vztahem f(x) = T,(x) + R,(x) nazgvdme zbytkem ridu n. Je-li
xo = 0, pak polynom T,, se nékdy nazyvd Maclauriniv polynom.

($—IE0)2+'

(x —x0)" =

A

Nyni si jesté uvedeme Taylorovu vétu, ktera uvadi odhad pro zbytek.

Véta: Ma-li funkce f v okoli U(xy) bodu xo derivace aZ do tadu n + 1, pak
pro bod x € U(xy) plati

f(x) = To(x) + Ru(x),
pricemz R, (x) lze psdt ve tvaru

FrD(E)
R,(z) = —=
(z) (n+1)!
kde bod £ je bod intervalu J s krajnimi body xo a x, tedy & = xo + t(x — x9),
0<t<1

Poznamky:

1. Uvedeny tvar zbytku R, se nazyva Lagrangetuv tvar zbytku. Pro bod ¢ plati:
o <E<uw

zo & x

2. Je vhodné si uvédomit, ze Taylortiv polynom je mozné zapsat stru¢néji uzitim
diferenciali ve tvaru

2 n
Tn(x):f($o)+df(x0,h)+M+...+M

2! n! ’
kde h = xz — xy.
3. Pro zbytek R,, v Taylorové vété plati vztah
- 1T, h h
lim f(li) n(fv xo, ) — lim Rn(f) Zo, ) — 07
h—0 ‘h|n h—0 |h|n

kde h = x — zg. Lze tedy fici, ze zbytek R,, konverguje pro h — 0 k nule rychleji, nez-li
n—t4 mocnina absolutni hodnoty prirtistku h nezavisle proménné .
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Priklad 2.6.2: Vyjadfete funkci f(z) = z* + 23 + 22 + 2 + 1 jako polynom Ot

v proménné x — 1.
Resent: Stadi urcit Tayloriiv polynom &tvrtého stupné v bodé x¢ = 1. Plati /

f@)=a*+2*+22 +2+1= f(1) =5,

fl(z) = 42° 4322 +22+1 = f'(1) = 10 = df(1,2—1) = f,fl)(x—u = 10(z—1),

() = 1202 4624+2 = f"(1) =20 = d*f(1,2—1) = f”z(,l) (z—1)* = 10(x—1)?,

() =24 +6 = f"(1) =30 = d*f(l,z — 1) = %('l)(x —1)* =5(z - 1)°,

(4)
PO () = 24— di (1o —1) = L 4!(1)(95 1P = (- 1)

Odtud
Ty(f, 1,2 —1)=5+10(x — 1)+ 10(z — 1) +5(z — 1)* + (z — D~

Je jasné, Ze polynomy se sobé rovnaji, nebot f©®)(z) = 0 a tedy zbytek je nulovy.
O rovnosti polynomu se mizete snadno presvédcit tpravou nalezeného Taylorova
polynomu na tvar zadané funkce f.

Priklad 2.6.3: Urcete Tayloriv polynom n—tého stupné funkce .Z
f(z) =In(2 —3z) v bodé g = —1.

Resent: [Z

/ o 3 " - 32 " - 33'2
f(@)=In(2-32), f'(z) = —5 3, () = O f"(x) = RCEESE
3*.3.2 3°.4.3.2 3" (n—1)!
(4) N S 4 €-)) S (n) S S
f4<33)— (2_3x)47f5(x)_ (2_3$)57 7f (‘I)_ (2_33:)” )
proto
2 n
f(=1)=1In5, f/(-1) = —g, (1) = - (g) o fM(=1) = — (g) (n—1)L.
Odtud

n k n k
T.(f ~La+1)=In5-} @ '@'@H)%M—Z @ %@‘H)k.
k=1 ’ k=1

Dikladné si tento priklad propocitejte a promyslete. Mizete se na
ném hodné naucit. Vsimnéte si toho, ze neni vhodné pti vypoctu de-
rivaci konstanty roznasobovat, nybrz naopak, je zapotiebi je vyjadrit
v takovém tvaru, ktery nam umozni popsat obecné derivaci n—tého
radu.




24 Derivace funkce

Ot Priklad 2.6.4: Urcete Maclauriniv polynom n—tého stupné funkce

f(z) =sinx.
[Z Reseni:
f(z) =sinz, f'(z)=cosz, f'(z)=—sinz, f"(z)=—cosz, fP(z)=snz,

O (z) = cosx

a derivace se opakuji,

F0)=0, f(0)=1, f'(0)=0, f"(x) = -1, fP0) =0, fO0)=1, ... .

Tedy
‘ n (_1)kx2k+1
= ———— t R n )
sinx kZ:O 2k + 1! 2n+1()
B (_1)n+1 . sin§ . $2n+2 |x’2n+2
R2n+1(1’) = <2n n 2)| N odtud ‘R2n+1<l’)’ S m

Cviceni 2.6.2: Ovéite, ze plati

a)

n(1)k g2k —1)"* . sin € - g2 ft
cosz =3 % § Ron(a), kde Ry (x) = =1 )
k=0 ' '

b)
no_k eb . pntl

. =+ Ry(z), kde R,(z) = [CEE

)
|

x
k!

k=0
CvicCeni 2.6.3: Urcete Taylortiv (Maclauriniv) polynom funkce f v bodé z
stupné n, je-li:
2) f@)=ViTle=0n=3
b) f(x)==x-arctgz, xo=1,n=2,
c) flx)=wxe", 20=0,n€eN.

2.7 L’Hospitalovo pravidlo

Pii dosavadnich vypoctech limit podilu funkci

lim @, kde lim f(z) =0, lim g(x)=0
T

v—ao g(x) 30
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jsme vyuzivali rtznych uprav (kréceni, rozsifovani zlomkt apod.) pro zjednoduseni

podilu funkci %. P1i vypoctu limit

. sinzx et -1 . Inz
lim , lim , lim
z—0 X z—0 T z—1x—1

nam vsak tyto tpravy nepomohou. Pritom jde o limity vyse uvedeného typu, kde ve
v8ech tiech podilech je f(zg) =0, g(x9) = 0 a pfitom existuji derivace f’(x¢), ¢'(zo) a
g'(x0) # 0. Pak ale plati

. f(:L') . J_(Z)O . f(ﬁsz:i(()wo) hmxaxo f(xgg:;”(()xo) f’(fﬂo)
lim —% = lim = lim = — )
a0 g(w)  w—wo 9@)  a—we 9(@=9(@0) |3y ; 9(x)=g9(z0)  ¢'(z0)

T—x0 T—x0 T—T T—x0

Vidime tedy, Ze se nam podatilo vyuzit derivace funkci f, g pro zjednoduseni vypoctu
zadané limity, napriklad

/!
lim 2% _ (9] 2 LD
z—1x —1 0 g' (1)
Cviceni 2.7.1: Vypoctéte uvedenym zptisobem zbyvajici dvé limity %’
. sinz et —1
lim , lim :
x—0 z—0 x

Nase uvahy o vyuziti derivaci funkci f a g pro vypocet limit podilu funkeci
f/g se daji zobecnit nasledovné:

Véta (L'Hospitalovo pravidlo ): Maji-li funkce f a g v prstencovém okoli bodu
o € R konecné derivace a plati-li navic

lim, ., f(z) = lim, ., g(z) =0
nebo lim, .., |g(z)] = oo

pak z existence limity lim, ., % plyne existence lim,_,,, % a platy
TOUNO0St )
lim M 2 Jim f,(x)
Ao gl@) e g(a)
Pro xg € R plati tvrzeni vety také pro jednostranné limity.
v ’ = v , v/ N ,"/.’.
Cviceni 2.7.2: Resené priklady: e
1.
. COSTT O|rp , m-sinmx ) ) 3
lim s— = |~| = —lim ——— = —7- lim zsinmr = _7.
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oo 0ol rp .. 2°-In2 007 Lp 27 . In?2
hm—:[—]:hm :[ }:hm—z
T—00 5(]3 o0 T—00 SJL‘Q T—00 61’

(0. 9]

o

= lim — =
T—00

. [OO] LP 25”-11132_
Vsimnéte si, ze pri pouziti ’Hospitalova pravidla zvlast derivujeme citatele
a zvlast jmenovatele zlomku. Nederivujeme tedy f/g jako podil.

Dalsi casté pripady limit typt 0- 0o, co — oo se vétsinou snazime algebraic-
kymi tpravami pievést na typ 0/0 nebo co/oc.

3.
1 _ 1
lim Va2lnz =[0-(—o0)] = lim nlx = {;.O} Yo —2 =
z—04 z—04 ) 0 z—04 Zr73
3
- _5 271l>1,£1+ v "'Ez - 0
4.

1 1 1
-1 2—x 0 — FE2-x

r—00 l
T

. 2
= —4 — xh—{go mGQ—W =—4—-1=-b.

Vv Komentar 2.7.1:

e Je tfeba vzdy nejprve ovérit, zda jsou splnény piedpoklady pro pouziti
I’Hospitalova pravidla. Stava se, ze ’'Hospitalovo pravidlo je nespravné po-
uzito k vypoctu limit typu %, kde k£ # 0, k € R. Vysledky jsou pak zcela
chybné, jak se o tom miZete pfesvédcit na jednostranné limité lim, .o, L
kdy nespravnym pouzitim pravidla dostaneme limitu rovnou nule. Spravny
vysledek je ovsem oc.
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e Nékdy jsou splnény predpoklady pro pouziti I’'Hospitalova pravidla, ale po-
kus o jeho pouziti nevede k cili. Naptiklad

T

— Jim Y&l — [E] = lim
Tr—00 ]_ xO r—

. 2 —1
= lim
Tr—00 €T

lim ﬁ = [OO}

T—00 X (0.8}

0o — T __
z2—1

f(z

ng

—

!
e Dokonce se muze stat, ze lim,_,, % neexistuje a pritom lim, .,
2x+5sinx oo : ['(x) —
3z+4cosz typu ~ J€ limg o g(x)y

a limity citatele a jmenovatele neexistuji. Plati vSak

—~

existuje, napriklad pro lim,_

1 2+5 T
L v
. [(z) . 2z +5sinx  g9ppsnz o

lim _ |y S esmE . o ETO 2
T—00 g(l’) z—o0 3x +4cosx z—00 3 + 400;3: 3

e V néekterych pripadech vede pouziti ’'Hospitalova pravidla k limitam slozi-
téjsich funkci, jak ukazuje piiklad

e—l/w2 0 26—1/902
lim = |=| = lim
z—04 xX 0 z—04 :C?’
Cviceni 2.7.3: Uzitim I’Hospitalova pravidla najdéte limity: %
1) lim,_o =2t
2)  lim,; &2
22

3)  limgo 2L
4)  lim, o, 2EE)

2.8 Asymptoty grafu funkce
Pro zakresleni grafii funkei je uzitecné ziskat blizsi informace o chovani zadanych
funkci v prstencovych okolich ,,problémovych bodu“, k nimz zejména patii

1. body zg, pro které je funkce definovana alespon v jejich jednostranném
prstencovém okoli a je pritom v tomto okoli neohranicené.

Y Y y o

f )
LT g

e

2. body nevlastni co a —oc.
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Svislé asymptoty grafu funkce

Z kapitoly o limitach vime, Ze informace tohoto typu nam poskytuji znalosti
limit (i jednostrannych) funkei v uvedenych bodech. Pti vySetfovani nékterych
jednoduchych limit jsme vychézeli ze znamych grafii elementarnich funkci. Vime
jiz, ze naptiklad

lim — =o00, lim tgax =00, lim cotg z = —o0.

z—04+ X x—>g— T—T_
Uvedené funkce maji v prislusnych prstencovych okolich nasledujici ptiblizné
grafy:

Y Y Y
A A A
1 \
T _ R 0 = T T
013
0

Vsimnéme si, ze napiiklad existence nevlastni levostranné limity funkce tg v
bodé 7/2, tj. lim, .z tg x = oo, vlastné mj. znamend, Ze funkce tg je v P~ (7/2)
neohranicena a ze graf funkce tg se ,neomezené blizi“ ke grafu ptimky o rovnici
x = m/2. Tuto pfimku nazveme svislou (vertikalni) asymptotou grafu funkce
fy =1tg x. Odtud se dostavame k definici:

Definice 2.8.1:  Primku o rovnici x = xy, xg € R, nazveme svislou asymptotou
grafu funkce f v bodé xq, jestlize f mad v bodé xo alespon jednu jednostrannou
limatu

lim f(z), lm f(2)

T—T0 4 T—To_

nevlastni.

Priklad 2.8.1: Urcete svislé asymptoty graft funkci

T 2
cy=——, b)g:y=xe/".
a) fry=——7, b)g:y=uze
Resent:
a) Funkce f neni definovédna v bodé xy = 1. Na zadkladé znaménka funkce f
a véty o limité typu ,a/0%, a # 0, dostavame

znam f(x) i - T -
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a existuji dokonce obé limity lim, .., f(z) = +oo, lim, .., f(7) = —oo ne-
vlastni. Pfimka x = 1 je tedy svislou asymptotou grafu funkce f v bodé 1.
b) Funkce g neni definovédna v bodé zo = 0. Je jasné, Ze lim, .o :%2 = 0

a lim,_o e/** = co. Dostdvame tedy limitu typu 0 - oo, coz je neurcity vyraz.
Upravime proto zadanou funkci na tvar

1
€=?
1
X
a odtud )
. e? 007 LP . —%eﬁ . 2es?
lim —— = |—| = lim — = lim = 00,
z—04 P o0 z—04 -3 z—04+ X
1
. ea? oo | Lp . 2ea?
lim — = |——| = lim = —00.
r—0_ P —0 z—0_

Piimka o rovnici z = 0 je svislou asymptotou grafu funkce g v bodé 0.

/.
Cviceni 2.8.1: Urcete svislé asymptoty grafti funkci %
x? 2z + 1
: = —— b . == 1 .
o) fry= 5 bgry=h——0

Vodorovné asymptoty grafu funkce
Analogicky napt. z ptibliznych graft

VY Y

- =772

funkci e”, arctg x vime, Ze lim, . e® = 0, lim, . arctg z = 7. Vidime,
ze tentokrat dostavame konecné limity v nevlastnich ¢islech. Graficky mtizeme
tuto situaci znazornit tak, ze naprtiklad pro funkci arctg se graf funkce opét ,ne-
omezené blizi“ ke grafu piimky o rovnici y = 7/2, kterou nazyvame vodorovnou
(horizontélni) asymptotou grafu funkce f : y = arctg x.
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Definice 2.8.2: Primku o rovnicti y = d, d € R, nazveme vodorovnou
(horizontdlni) asymptotou grafu funkce f v bodé oo (event. v —o0), jestliZe

lim f(x) =d, (event. lim f(x)=d).

T— 00 r——00

Piiklad 2.8.2: Urcete vodorovné asymptoty (existuji-li) grafa funkei

3z —1

=, b g:y=2—3e".
wts D9 ‘

a) [y
Resent:
a) Z teorie limit vime, Ze

3r—1 3
11m = —.

P¥imka o rovnici y = 3/2 je tedy vodorovnou asymptotou grafu funkce f v bodé
0o i v bodé —oo.
b) lim, .., g(x) = —oo a proto graf funkce g nema v bodé oo vodorovnou
asymptotu. Pro bod —oco dostavame lim, , (2 — 3¢?®*) = 2 a proto pfimka
= 2 je horizontalni asymptotou grafu funkce g v bodé —oo.

Cviceni 2.8.2: Urcete vodorovné asymptoty (existuji-li) graft funkci

32 V3x

a)fiy:ma b)g:y:arctg2

Sikmé asymptoty grafu funkce

Muze se vSak stat, ze napiiklad limita funkce f v nevlastnim bodé oo (nebo —o0)
je nevlastni, ale pfitom existuje pfimka o rovnici y = ax + b, a # 0, a,b € R, k
niz se opét graf funkce ,neomezené blizi“ v néjakém prstencovém okoli nékterého
z nevlastnich bodt. Pak fikame, Ze linearni funkce ¢g : ¥y = ax + b je Sikmou
asymptotou grafu funkce f v pfislusném nevlastnim bodé.
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v Y Y

. y=ar+b

/ 0 y=f(z)

1’
Definice 2.8.3: Linedrni funkci g : y = ax +b, a # 0, a,b € R, nazveme
sikmou asymptotou grafu funkce f v bodé oo, jestlize

lim (f(x) — (ax + b)) = 0.

r—00

JAN

/.
Cviceni 2.8.3: Definujte Sikmou asymptotu grafu funkce f v bodé —oo. %

Vv Komentar 2.8.1: V rovnici $ikmé asymptoty se vyskytuji dvé nezndmé
konstanty. Ukazme si, jak je miizeme vypocitat. Je-li g asymptotou grafu funkce
f, pak podle definice plati lim, .. (f(z) — (az + b)) = 0. Protoze lim, % =0,
pak lim, .o (f(2) — (az + b))% = 0. Odtud dostavéme limx_m(%x) —a—12)=0
a tedy

f(x)

lim ——= = a.
T—00 €T

Ze vztahu lim, o (f(x) — (ax + b)) = 0 dale plyne, ze
b= lim (f(z) — az).

Tr—00

Obréacené, jestlize limwﬁw@ = a, b = lim, .(f(z) — az), pak

lim, oo (f(z) — ax — b) = 0 a tedy funkce g : y = ax + b je Sikmou asymptotou
grafu funkce f v bodé oo.

Plati tedy néasledujici tvrzeni.

Véta: Funkce g : y = ax +b, a # 0, a,b € R, je sikmou asymptotou grafu
funkce f v bode oo, prave tehdy, kdyz plati

a = lim M, b= lim (f(x) — ax).

T— 00 T r—00
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Piiklad 2.8.3: Urcete sikmé asymptoty (existuji-li) ke graftim funkci

x? 2+ vV2—1 e
b fy="tVETL 2

2¢ — 1’ T T

a) fiy=s—7

Resent:
a) Protoze mame najit (pokud existuji) sikmé asymptoty, budeme se zabyvat

chovanim funkce v okolich nevlastnich bod oo nebo —oo. Funkce je v okolich
téchto bodi definovana a ma tedy smysl pocitat vyse uvedené limity. Dostaneme

2
lim _f(m) - lim — = E = a.
T—00 I T—00 11(25(: — 1) 2

Dale

Jim (7)) = Jim (5~ 5 ) = oo~ 0] =

o202 -2 41 x 1
= ]lim ——— = lim = —.

72

Ptimka o rovnici y = %.75—1—}1 je tedy sikmou asymptotou grafu funkce f :y = 57—
v bodé 0o. Z rozboru pocitanych limit zjistime, ze pro nevlastni bod —oo obdrzime
stejné vysledky jako pro bod co. Piimka

11
y=371]

je proto sikmou asymptotou grafu funkce f v bodech +o0.

Vv

2 V2 — 1 2 _1
lim M: lim R e lim (1+x—>:

r——00 I T——00 x r——00

. 1 1
Zxkﬁg(” p‘ﬁ) e

lim (f(x) —az) = lim (x—i—ﬁ—x): lim :102—1:[001:”

T——00 r——00

— 1 /
'— — lim — lim 1—-—
r——00 Tr——00 1’2

Piimka y = x — 1 je asymptotou grafu funkce f v bodé —oo
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Komentare:

V2

1. Jsou casté pokusy Tesit limitu limy,_, xfl uzitim I"Hospitalova pra-
vidla. Zkuste si sami ovérit, Ze tento postup nevede k tspésnému vypoctu.

2. Rovnost lim,_, Vm:;l = —limy, \/% pfi vypoctu limity je
déna skutec¢nosti, ze Va? = |z| = —x pro z < 0.

Jako cviceni vypoctéte sikmou asymptotu funkce f(z) =
00.

¢) Protoze lim, ., . f(z) = lim, . % = 0, mé funkce f v bodé —oo vodo-

rovnou asymptotu y = 0 jako specialni pfipad y = Ox + 0 asymptoty Sikmé.
V nevlastnim bodé oo dostavame

T

lim f(z) = lim — = = lim — = lim — =o0.
00

er [oo] LP e p .. €

Odtud plyne, Ze v bodé oo nemé funkce sikmou asymptotu (nebot konstanty
a,b € R musi byt konecnd realna ¢isla).

/.
CvicCeni 2.8.4: Urcete sikmé asymptoty (existuji-li) graft funkei %
223 + 322 27
y=—>-——, b)) fiy=vaz-1 cy=uxl )
o) fry=—o—1 W Sy=val-1l o fry=zh——

2.9 Extrémy funkce

V mnoha praktickych tlohéch je zapottebi zjistovat extremalni hodnoty prislus-
nych funkénich zavislosti. Tato problematika je elementarnim zakladem tzv. op-
timalizacnich tloh, které hraji dilezitou roli v aplikacich matematiky pri feseni
riznych praktickych problémi.

C'il: Zvladnout problematiku urc¢ovani extrémut funkci, kterou budeme pouzi-
vat pri vysetfovani pribéht funkei.

2@

Potiebné znalosti: Umét dobfe derivovat a urcovat znaménka funkci, znat
definici derivace a Lagrangeovu vétu.

Nejprve si popiseme vlastnost ,funkce rostouci v bodé“.
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l‘
Definice 2.9.1: Rekneme, ze funkce f je rostouci v bodé zy, jestlize existuje

N #

okoli U(xg) C D(f) takové, ze
pro libovolné z; < xg, x1 € U(xg) je f(z1) < f(xo)
a pro libovolné zy > xg, x2 € U(x¢) je f(x2) > f(xo).
A

Cviceni 2.9.1: Zformulujte si sami vlastnosti: klesajici, neklesajici, nerostouci
funkce v bodé x( a pritadte odpovidajici nazvy ke zbyvajicim obrazkim.

funkce rostouct
v bodé xg

Y Y Y

Zro x [f() x Zo X

RN

Zo x

Tyto vlastnosti tizce souvisi s hodnotou derivace f’'(xg) (pokud existuje). Plati
nasledujici dulezité tvrzeni, které budeme opakované vyuzivat pii zdivodnovani
dalsich vysledki (cilem je mimo jiné: umét tvrzeni ,,odvodit“).

Ma-li funkce f v bodé xy derivaci f'(x¢) > 0, pak je funkce v bodé xy Tostouct.

Je tomu tak proto, Ze z podminky f'(zq) > 0 dostaneme z definice deri-

vace, ze limx_,xo%f:émo) = f'(zg) > 0. Existuje tedy okoli P(zg) takové,
ze
F@) = o) _
T — 2o

Tato nerovnice bude splnéna, pokud bud z — z¢ > 0 a soucasné f(x) — f(z9) > 0
nebo x — xy < 0 a soucasné f(z) — f(z9) < 0. Kdyz x > zo, pak f(x) > f(xg) a
pro x < xo, je f(x) < f(xo). To ale znamen4, ze funkce f je rostouci v bodé z.

Rozsifime uvedenou vlastnost na interval.
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Je-li funkce f spojitd na intervalu (a,b) a md-li v intervalu (a,b) derivaci,
kterd je kladnd (zdpornd), pak je f rostouct (klesajici) na intervalu {a,b).

Je-li totiz napiiklad f'(x) > 0 na (a,b) a x1,29 € (a,b), v1 < x5, pak podle
Lagrangeovy véty existuje ¢ € (xq, x2) tak, ze f(z2) — f(z1) = f'(¢)(xz2 —x1) > 0
a odtud f(z3) > f(z1). Je tedy f rostouci na intervalu (a, b).

Nyni se dostavame k definici lokalnich extréma.

Definice 2.9.2: Rekneme, Ze funkce f md v bodé xy € D(f) ostré lokdlni
minimum (ostré lokalni maximum), jestlize existuje okoli P(xq,0) C D(f)
tak, Ze pro vsechna x € P(xo,0) plati f(x) < f(zo) (f(z) > f(xo).)

A

Vv Komentéar 2.9.1:

e Pokud plati neostra nerovnice f(z) < f(x¢), hovofime jen o lokdlnim ma-

zimu funkce.
Yy /

a T 1 T2 T3 Ty 5 b T

Otdzka: Co lze vycist z grafu funkce o extremalnich hodnotach funkce f na zékladé
nasich znalosti o derivacich?

e V bodech xg,x1, T2, T3 a x4 nastavaji ostré lokalni extrémy funkce. Vsimnéte si
toho, ze te¢ny v bodech xg, 21, x4 jsou rovnobézné s osou x, tj. f'(xg) = f'(x1) =
f'(x4) = 0. Pfitom je vidét, ze extrémy nastévaji i v bodech zo a x3, v nichz
zFejmé derivace neexistuji.

e Je tfeba si uvédomit, ze také v bodé x5 je te¢na rovnobé&zna s osou x, tj. f/(zs5) =
0, i kdyZ v tomto bodé extrém nenastava. Graf funkce se v bodech x4 a x5 lisi
napriklad tim, ze existuji okoli téchto bodu takova, Ze v okoli bodu z4 funkce
snejprve klesd a pak roste“ (derivace funkce méni znaménko), kdezto v okoli
bodu x5 funkce ,stale roste“ (derivace funkce neméni znaménko)

e 7 prikladu je vidét, ze funkce mize mit lokalni extrémy
a) v bodech, v nichz f'(z) =0

b) v bodech, v nichz f nema derivaci.
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e Body, v nichZ f'(x) = 0, se nazjvaji staciondrni.

Pro hledani extrému plati tato dutlezita tvrzeni:

NEL

1. Ma-li funkce f v bodé z¢ € R lokdlni extrém, pak je bud f'(xo) = 0 nebo f'(xg)
neezistuje.

2. Je-li funkce f spojita v bodé oy € R a existuje-li okoli P(xg,d) tak, Ze f je
v P~ (o, 8) rostouct (klesajici) a v Pt (x,08) klesajici (rostouct), pak f md v

bodé xq ostré lokalni mazimum (minimum,).

3. Je-li f'(x9) =0 a md-li funkce funkce f v bodé xo druhou derivaci
" (z0) # 0, pak md f v bodé xg ostry lokdlni extrém a to

minimum v pripadé f"(xo) > 0, mazimum v pFipadé f"(xq) < 0.

Tvrzeni (1) je tzv. nutnd podminka existence lokalniho extrému, tvrzeni (2), (3)
jsou tzv. postacujici podminky pro existenci lokdlniho extrému.. Prvni dvé tvrzeni
zcela odpovidaji nasim geometrickym predstavam (viz rozbor grafu). Pokud jde o tfeti
tvrzeni, to plyne z toho, Ze z existence f’(xy) plyne spojitost funkce v bodé x¢ a je-li
naptiklad f”(z¢) > 0, pak je funkce f’ rostouci v bodé xy. To ale znamen4, Ze existuje
okoli P(zo, d) takové, ze pro z € P~ (xg,d) plati f'(z) < f'(zo) = 0 a pro x € P*(x0,9)
je f'(x) > f'(xo) = 0. Odtud plyne, ze f ma v bodé x( ostré lokdlni minimum.

Priklad 2.9.1: Urcete lokdlni extrémy funkci
a) f(z) =zIln*z, b) g(z) = arcsin /1 — 2.

Resent:

a) Funkce f je definovana v intervalu (0;00) a f'(z) = In? 2+ 2Inz = (2+Inz)-Inx.
Pro stacionarni body plati rovnice (2 + Inx) -Inz = 0 a tedy 71 = e 2 a x5 = 1.
Znaménko f'(x) je

znam f'(z) s ¢ N - ¢ s
o J[roste -2 fKklesd 1 [ roste

T

Protoze f’'(z) méni v x; i 29 znaménko, mé funkce f v bodech z1 a x5 lokdlni extrémy,
ato v zy = e 2 ostré lokdlni maximum a v bodé z9 = 1 ostré lokalni minimum.

b) Pro defini¢ni obor funkce g plati postupné nerovnice 0 < 1 —22 < 1, 0 <
1—22<1atedy z €< —1,1 > . Derivace funkce g je rovna
—x —x
g'(z)

1 —T
T V/1-0-) Vi—22 V2 Vi-22 o VI-22

Odtud ¢'(z) = =1/v1 — 22 proz € (0,1), ¢'(z) = 1/v1 — 22 pro = € (—1,0). Defini¢ni
obor funkce ¢’ je (—1,0) U (0,1) a pro znaménko ¢'(z) plati
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znam ¢’ () -
—1 0 1 T

Funkce g je v bodé z = 0 definovdna a mé v ném ostré lokdlni maximum (viz 2.
vlastnost pro uréeni extrémi).

Priklad 2.9.2: Uréete polomér r a vysku h rota¢niho valce, ktery mé pii zadaném
objemu V minimalni povrch S.

Reseni: Protoze zname objem vélce V, miizeme vyjadfit ze vztahu V = mr2h vysku
h = # Povrch S je pak roven

%4 2V
S = 27r? + 27rh = 2712 + 27r’r—2 =omr? 4+ 2,
r T

Nyni budeme hledat takové r, pii kterém funkce S nabyva minimélni hodnoty. Z de-
rivace S'(r) = 4mr — i—‘; =4 (- %) dostaneme stacionérni bod r1 = {/4~. Pro
S”(rq) plati

4V
S"(r1) =4r+ — >0 pror; >0, V>0.
1

Funkce S ma tedy v bodé r; = \3/% ostré lokdlni minimum (viz 3. vlastnost pro

urcovani extrémi). Pti této hodnoté 71 je povrch S minimalni. Pro vysku h; mame

hy = % = L:2?/K = 2ry.
Ty V2 2m

3
T\ 4z2

2.10 Funkce konvexni a konkavni

Zavedeme jesté pojem konvexnosti a konkavnosti, ktery nas bude u funkci majicich
derivaci informovat ,,0 prohnuti“ grafu funkce.

Chceme-li napiiklad nakreslit grafy funkci uréenych piedpisy f(z) = 23, g(z) = ¥/=
v intervalu (0, 00), pak zjistime, Ze obé funkce jsou spojité a rostouci. Jejich grafy se
vSak lisi tim, Ze graf funkce f ,lezi nad te¢nou”, kdezto graf funkce g ,lezi pod te¢nou“
grafu funkce sestrojenou v libovolném bodé grafu ptislusné funkce.

Definice 2.10.1: Ma-li funkce f derivaci v bodé zy € R, pak fekneme, ze f je
ryze konvexni v bodé x, jestlize existuje okoli P(zy,d) takové, Ze pro vSechna
x € P(xo,9d) plati f(x) > f(zo) + f'(x0)(z — o), tj. graf funkce f lezi v P(xo,0)
nad te¢nou sestrojenou v bodé [zg, f(xz)].

JAN

&
v
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Obrazek 2.2:

Vv Komentai 2.10.1:

e Zménime-li nerovnici na opacnou, dostaneme definici ryzi konkavnosti
(tj. graf je pod tecnou).

e Piipustime-li neostré nerovnice, dostaneme definici konkavnosti event. kon-
vexnosti v bodé zg.

Pro ovéreni téchto vlastnosti mame k dispozici nasledujici tvrzeni.

Ma-li funkce f v bodé xy € R druhou derivaci f"(zy), pak je-li f"(x9) > 0, je
f v bodé xqy ryze konvexrni.

Je tomu tak proto, Ze v néjakém P(z,0) plati

f@) = flzo) = f(zo)(x —20) = (f'(c) = (o)) (2 — x) >0
—_— P
f'(e)(z — xo) f’ je rostouci v bodé xg

dle Lagrangeovy véty

Je tedy f(z) > f(xo) + f'(xo)(z — z0) pro x € P(xg,0) a f je ryze kon-
vexni v bodé xg.

Vv Komentar 2.10.2:

e Ma4-li funkce na intervalu J C D(f) derivaci druhého fadu f” a plati-li
f"(x) > 0 na J, pak fekneme, ze f je ryze konverni na J.

e Jestlize v bodech dostatecné blizkych bodu xy pfechézi graf z polohy
nad tecnou do polohy pod tetnou (nebo obricené), nazveme bod xg
inflexnim bodem.
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Y N

To x f() x

Pro inflexni body plati:

1. Je-li xy inflexni bod funkce f a existuje-li f"(xo), pak je f"(xo) = 0.

2. Md-li funkce f spojitou derivaci f na U(xo,0) a plati-li f"(x¢) < 0 pro
r € P (x0,0) a f"(xo) > 0 pro x € PT(x9,9) nebo naopak, pak je xg
inflexnt bod funkce f.

3. Je-li f"(x0) =0a f"(x) # 0, pak je zo inflexni bod funkce f.

Tvrzeni (3) opét plyne z toho, Ze naptiklad pro f”(z9) > 0, je f” ros-
touci funkci v bodé zg. Odtud pro x € P~ (xg,6) je f"(x) < f"(xo) = 0 a pro
x € PH(x0,0) je f"(x) > f"(x0) = 0. Tedy x¢ je inflexni bod.

2.11 Prubéh funkce

C'il: Uzitim diferencidlniho poctu umét vyjadrit pribeéhy a nakreslit grafy funkei. @
O slozitosti a tvarech téchto funkci ziskate nejlépe predstavu ze skript Sbirka
priklad z matematiky I - kapitola Pribéh funkce.

A

1. Ziskdme o funkci f co nejvice uzite¢nych informaci pfimo ze zadani. V za-
vislosti na druhu a slozitosti funkéniho predpisu uré¢ime defini¢ni obor, zna-
ménko f(z), sudost, lichost, periodi¢nost funkce, priseéiky grafu funkce se
soufadnicovymi osami.

2. Vypocteme f’, D(f’), uréime znaménko f’(x), intervaly monotonie, funkéni
hodnoty v extremalnich bodech.

3. Uréime f”, D(f"), znaménko f”(x), konvexnost, konkavnost, inflexni body,
funkéni hodnoty v inflexnich bodech.
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4. Pokud je defini¢ni obor tvofen otevienymi intervaly, ur¢ime (jednostranné)
limity funkce f v jejich krajnich bodech (event. véetné nevlastnich ¢isel
+00). Nalezneme asymptoty grafu funkce.

5. Nacrtneme graf zadané funkce.

A
@ Priklad 2.11.1: Vysetfete priubéhy funkci
) @) = . b) gla) = a%%, <) h(a) = arcsin
a) f(r) = , x) =a"e " «¢) h(x) = arcsin —.
x?2—4 g x
/ Reseni: Prvni piiklad vyfesime s podrobnéjsim komentaiem. U zbyvajicich

Y

1. D(f) =R —{-2,2},

znam f(x) — + = +

-2 0 2 x

f(0) = 0, f je lichd (nebot definiéni obor je symetricky vzhledem k pocatku
, —z)3 T
a platl f(—l') = (7(1)2),4 = _12i4 = —f(l’))
2.

322 (22 —4)—2%- 20 2t —1222 22 (2% —12)

="y Ty e

D(f") = D(f). Na zménu znaménka budou mit vliv pouze realné kofeny liché
nésobnosti Gitatele a jmenovatele, tj. kofeny 1 = —2v/3 a z, = 2v/3.

S+ N N — N — S+
—2¢/3 -2 2 23

(Pti nevyneseni bodtt +2 bychom mohli dojit k chybnému zavéru, ze funkce f klesa

v intervalu (—2v/3,2v/3).)

znam f'(z)

f ma v bodé z; = —2+/3 ostré lokalni maximum a v bod& x; = 2v/3 ostré
lokalni minimum. Pfitom f(—2\/§) = —3/3, f(2\/§) = 3./3.
3.

g (4 —24x) - (2® —4)? — (2* —122%) -2 (2® —4) - 22
f (I)— (ZE2—4)2
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8+ 96 8- (2 +12)

(2243 (22 —4)33 7
D(f") = D(f") = D(f), f"(x) bude ménit znaménko v bodech —2,0, 2,

znam f"(x) -
pod =2 nad 0 pod 2 nad te¢nou

inflexni bod z3 = 0.

4. Protoze D(f) = (—o0, —2) U (—2,2) U (2, 00), vySetfime postupné (jedno-
stranné) limity v bodech —2, 2, —00, 0o. Vzhledem k tomu, ze v bodech —2, 2 jde
o limity typu [%} ,a € R, a # 0, ziskdme ze znaménka f(z) tyto vysledky pro
jednostranné limity.

3

A% g = i S = e Ty ) =eo

lim f(z) =—o00, lim f(z)= occ.

T—24 T—24
Piimky x = —2 a x = 2 jsou tedy svislé asymptoty grafu funkce f. V nevlastnich
¢islech —oo a oo plati:

3 3

S g = g gy~ = lm S = oo

Pro sikmé asymptoty dostavame:

3
a= lim@: limx—zl
T—00 I T—00 (:E2—4)-x

(viz limity racionalnich funkeci v nevlastnich ¢islech),

x3 4z
b= lim (f(z) —ax) = lim ( —x) = lim = 0.

T—00 T—00 LL’Q —4 T—00 .TL’2 —4

Ptfimka o rovnici y = x je tedy Sikmou asymptotou grafu funkce f v bodé oo.
Promyslete si sami, ze tato primka je asymptotou i v bodé —oo.

5.

e Na ose x si vyneseme body, které nepatii do D(f), v nichz f(z) = 0, ve
kterych funkce f, f’, f” méni znaménka.

e V extremélnich bodech a v inflexnim bodé vyneseme funkéni hodnoty.

e Nacrtneme asymptoty.
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e V jednotlivych podintervalech kreslime graf funkce f se soucasnou kontro-
lou, zda v daném podintervalu vyhovuje graf vSem podminkam, které jsme
postupné zjistili (zda je graf nad osou x nebo pod osou z, zda je f rostouci
nebo klesajici, zda je f konvexni nebo konkavni).

e Na zavér zkontrolujeme, jestli ma graf (2.3) funkce f zjisténé vlastnosti
(véetné lichosti) v celém defini¢nim oboru.

x=-2 y

/\ o,

Obrazek 2.3:

b)  glx) = eV,

1. D(g) = (=00,0) U (0, 00),

znam ¢(x) + + -

g neni sudé ani licha.

2.

8w

3
g’(a:):e_%-(Qx—i—:EQ-ﬁ):e_ (22 + 3).

N— S+ /S +

znam ¢'(x) -

N[
[a)
8

D(g") = D(9);
Funkce g ma v bodé z; = —3/2 ostré lokalni minimum. Pfitom g(—3/2) = 2¢2.
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3.
3 3 3 22°46x 49
D(g") = D(g') = D(g),
mam ¢'(z) —— * - -
0 T

Inflexni bod funkce g nema.

4.
lim 223/ =0.0= 0,
z—04
lim 2%¢7%* =[0-o00] = lim ‘ — = [2} Y Jim -~ =
rz—0_ z—0_ s o0 z—0_ -3
3 e 3/® 00 3 e B3 g
=—- lim —— = | — L:IJ——lim—le:—lime_?’/r:oo.
2 x—0_ = —0 2 z—0_ —= rz—0_

x
(Limitu je moZno jednoduseji spoéitat zavedenim substituce ¢t = 1/x.)
Piimka 2 = 0 je tedy (svisld) asymptota. nebof jedna jednostranna limita je
nevlastni. Déle

lim z273/* = 00 - 1 = o0,
r—00
lim 2%¢7%* = 00-1 = o0,
Tr——00
. fl= . _
lim Q = lim ze %* = +00.
r—+oo I r—+o0

Sikmé ani vodorovné asymptoty nejsou.
5. Graf funkce (2.4).

2
c) h(z) = arcsin —,
x
1. Pro definiéni obor plati —1 < 2 < 1. Odtud D(f) = (—o0, —2) U (2, 00).
(Pozor na Casté chybné fesSeni, ziskané roznasobenim x bez predpokladii o jeho zna-
ménku.)

znam h(x) = + .
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Obrazek 2.4:

h je liché (plyne to z lichosti funkce arcsin).

2.
h/(x):;.__zzi
1_ 4 rr p2.y/a2 4
2
proto
/ 2 / —2
W(zr) = ——== proz € (—0,2), h'(z)= . pro x € (2,00).
r -Vt —4 T -Vt —

(Pozor na ¢asté chybné odmocnéni: vz? = |z| a nikoli x.)

D(h') = D(h),

N\~ N\~

znam h'(x) -

Lokalni extrémy nenastanou.

3.
h"(x) 2 2 — 4+ v pro z € (2,00)
2. (22 —4) 22 _ 129
proto
4(2 — 2? 4(x? -2
h"(z) = 2= 27) = Pro x € (—00,2) a h'(z) = (z ) pro z € (2, 00),

22/ (22 —4)

D(h") = D(I).
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I~ —

znam h'(x)

Inflexni bod funkce h nemaé.

4. Plati

. .2 07 ) .2 s
lim arcsin — = —, lim arcsin— = ——,
T—24 T T—2_ T 2

asymptoty svislé tedy nejsou. Dale

. .2 .
lim arcsin — = arcsin0 =0
r—+o00 €x

a piimka y = 0 je vodorovna asymptota (2.5).
5.

/2

- m/2

Obrazek 2.5:

Cviceni 2.11.1: VysSetfete prubéh funkce f.

1) f(z) = 75

2) f(2) = 55

3) flo) =+

4) f(z) = arcsin -2
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2.12 Kontrolni otazky

? | e Definujte derivaci funkce f v bodé z(. Vysvétlete jeji geometricky vyznam,
napiSte rovnice tecny a normdly ke grafu funkce f v bodé [z, f(xq)].

e Jaky je vztah mezi derivaci f'(zg) a spojitosti funkce f v bodé xq ?

e Uvedte pravidla pro derivovani souc¢tu, soudinu a podilu funkci. Uvedte
pravidla pro derivovani slozené a inverzni funkce.

e Graficky znazornéte geometricky vyznam diferencidlu a uvedte vztah pro
jeho vypocet. K feseni jaké tlohy lze diferencial pouzit?

e Pomoci obrazki vysvétlete vyznam zékladnich vét o spojitych funkcich
(Cauchyova, Weierstrassova, Rolleova, Lagrangeova).

e Jak se definuji derivace a diferencidly n—tého radu?

e Co je to Taylortiv polynom stupné n funkce f v bodé x,7 Jak se odvozuji
jeho koeficienty? Zapiste Lagrangetiv tvar zbytku.

e Co je to Maclauriniv polynom?

e K ¢emu slouzi I’'Hospitalovo pravidlo? Co presné pravidlo tvrdi? Jaka jsou
uskali tohoto pravidla? Kdy pravidlo nevede k cili?

e Jaké druhy asymptot znate? Nakreslete obrazky, které je charakterizuji.
Uvedte vztahy potiebné pro jejich vypocet.

e Jak lze matematicky vyjadiit vlastnost - funkce f je rostouci v bodé x47 Jak
tato vlastnost souvisi s hodnotou f'(xo)? Souvislost vlastnosti s hodnotou
f'(xg) zdivodnéte.

e Definujte lokalni extrémy funkce f v bodé z.

e Co jsou to stacionarni body funkce f7? Kdy ma funkce v téchto bodech
lokéalni extrémy?

e Kdy fekneme, ze je funkce f v bodé xy konvexni (konkavni)?
e Co jsou inflexni body?

e Vysvétlete postup pii vySetfovani prubéhu funkce.
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2.13 KIli¢, Testy ke zpracovani

2) f(z)=5Va+ 33z, weRT

3) f'(2) = =z D(f') = D(f) =R —{2kn,k € Z}
4) f(x) =15=RE D(f) = D(f) = (0,00) — {1}

5) f'(z) = /7%, D(f)=1(0,2), D(f') =(0,2)

6) [f'(x) = =2—, D(f)=(=15), D(f') = (~1,5)
7 f'(2) = g D) =D(f) =R—{-1,1}

2

8) f'(z) =5%%, D(f') =D(f) = Upez(2km, (2k + 1)7)

sin® x

Cvideni 2.2.1

1) df(1;0,2)=0,2

2) df(:co;h)z\/li—mg‘h
3)  df(0;h) =2h

Cviceni 2.4.1
D @) = s D)= (Leo), DY) = (1)
2 )=~ D(f) = D(f") =R

3)  [f'(z)=15, D(f)=D(f")=(0,00)

9 fe) = D) =
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Cvideni 2.5.1
) &0 h) = b

2 dfRR) =k b

3)  d*f(0,h) = h?
Cviceni 2.6.3
a) T3(f707x):1+§
C) Tn(fv 07 l‘) = ZZ:l ﬁxk

Cvideni 2.7.3
1) %, 2) 1, 3)-2,4) 0.

Cvideni 2.8.1

1) lim, .5 f(z) = o0, lim,_,_», f(x) = —oo, pfimka z = —2 je asymptotou
(existuje lim, ¢ f(z) = 1, proto neni pfimka xz = 0 asymptotou).

2) g(x) = In 22} existuje, pokud z € R — (-3, 3),

plati lim,_.3, g(z) = o0 a lim, , 1 g(x) = —o0, proto jsou ptimky z = 3,
T = —% asymptotami.

Cvideni 2.8.2

a)y:%proxﬁj:oo,
b) y = —3 pro x — fo0
jsou asymptoty.

Cvicdeni 2.8.4

a)y:§x+1prox—>ioo,
b) y =z prox — 0o ay=—x proz — —0o0,
¢c)y=—1+x-In2 pro z — +oo jsou asymptoty.

Cvideni 2.11.1

Uvadime vysledky mezivypocti, které jsou jiz postacujici pro nakresleni graft
ziskanych funkeci.

Poznamky k oznaceni: N nulové body, I inflexni body, E extremalni body
funkce.
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) f@) =25, fl@) = —Es o) = 25,
D(f) = D(f') = D(f") =R = {~1,1}
N =10,0], I =10,0],

r=1proxr — 14+, v = —1prozr — —1+,

asymptoty: Y = 0 pro a — 400,

2) f(2) = =5, fl@) = 2o f(e) = SR
D(f) = D(f') = D(f") =R — {~1},
E=0,1],

asymptota: y = 0 pro r — —oo0.

3) flr) = 1oz, pla) = e pr(y) = St
D(f) = D(f") = D(f") = (0, 00),
N =le,0], E =[e?, —€?], I = [e*/? —3e7%/7,

asymptoty: © =0 pro z — 04, y = 0 pro x — oo.

4) f(z) = arcsin 1+ =2 D(f) =R,

4x
) = H% pro |z| <1 () = — @iz PO lz] <1
_H% pro |z| > 1"~ (lfl,Q) pro |z| > 1"~

D(f') = D(f") =R —{-1,1},
N=1[0,0], B, = [-1,—7/2], B» = [1,7/2], I =[0,0],

asymptota: y = 0 pro x — +o0.
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Test 1.3

Jméno a prijmeni:

Adresa:

E-mail:

Telefon:

1. Urcete derivaci f'(x) a definicni obory D(f), D(f’) funkce
a) f(x) = £ - arcsin z + In V1— 22,
b) f(z) = (%) = =
2. Derivujte a upravte
a) f(z) =Var —22—a- arctg\/%, a > 0 je konstanta,
b) f(x) = V22 +1—2-In(z+ 22+ 1).

3. Vypoctéte f'(x), je-li f(x) = arctg “t+

r—1"

4. Urcete rovnice tecny a normaly ke grafu funkce f(x) = e * cos2x v bodé
A= [07 Z/O]

5. Vypocitejte limity funkci

x cosx—sinx
73 )

b) lim,—o (5 — 7<) »

sinx

a) hmz_@

. r-ln —£—
c) lim, o " " T,

6. Napiste rovnice asymptot grafu funkci
a) y =x - arctg z,
b)y=az+ %,

c)y= vest.

Tabulka hodnoceni

l.a|l.b|2. a|2.b|3.]4.|5.a|5. b |5 c|6.a|6.b]|6.c >
2 2 4 4 21 2 2 2 2 2 2 2 body

Opravil:
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Test 1.4

Jméno a prijmeni:

Adresa:

E-mail:
Telefon:

I. Vysetrete prabéh funkce y = f(x) a nakreslete jeji graf, je-li
1) f(z) = z* — 222,

2) f(z) = 2,
3) f(z) = xe™,
4) f(z) =In(2* +1).

I1. UZitim diferencidlu urcete absolutni a relativni chybu, kterd vznikne
vypoctem obsahu kruhu z naméreného polomeru ro = 2m, jestlize
merent je zatizeno chybou, nepresahujici 4 mm.

II1. Urcete Tayloriv polynom n—tého stupné funkce y = f(x) v okoli bodu

X, je-li:
1) f(z) =€, xg=—1,n =4,
2) f(x) = tgx, o =0, n=3.

Tabulka hodnoceni

1112|133 |14 11|11 |12 )
44| 4|4]4] 4 4 | body

Opravil:




Rejstrik

asymptoty grafu funkce, 27
svislé, 28
vodorovné, 29
sikmé, 30

derivace

funkce, 7

inverzni funkce, 10

nevlastni, 8

pravidla, 10

slozena funkce, 10

vlastnosti, 9

vlastni, 8

vyssich radi, 18

vzorce, 12

vyznam
geometricky, 8

extrémy
lokalni
podminka nutnéa, 36

podminky postacujici, 36

extrémy funkce
lokalni maximum, 35
ostré, 35
lokalni minimum
ostré, 35

funkce
derivace, 7
diferencial, 14
vyssi rady, 19
extrémy, 33
lokélni, 35
graf
asymptoty, 27

inflexni bod, 39
konkavni, 37
konvexni, 37
pribéh, 39
spojitost

na intervalu, 16
stacionarni body, 36
v bodé

klesajici, 34

neklesajici, 34

nerostouci, 34

rostouci, 33

limita

I’Hospitalovo pravidlo, 24

polynom

Maclauriniv, 22
Taylortv, 20

prubéh funkce, 39

véta

Cauchyova, 16
Lagrangeova, 17
Rolleova, 17
Taylorova, 22
Weierstrassova, 16
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